
知っ得で知っ解く二次関数（放物線） 

－感動！ガリレオ流 帝都大学への数学 vol.3－ 

1 ようこそ！ 
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「因数の頭に解宿る」では因数分解との絡みで二次関数の本質をお伝えしました。

さらに、グラフを含む二次関数全体を見渡す風景の中にこれを置いてやると…。 
イメージと結合させての理解が、「ごちそうさまぁ、二次関数」と言わしめます。

さらに、交点をめぐるカッコいい風景から関数の妙味を体感していただきます。

二次関数の制覇だけで旧帝大の入試でも 50 点は保証されるほどの価値があります。 
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格差の元凶：二次関数が面白いほど分かる

点と点を結ぶ「知っ得」系統的整理が一挙に数学苦手意識を払拭する
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二次式・二次方程式・二次関数を体系的に理解する（超初級）

一般的にもそうなのですが、お受けする質問からもやはり、二次式、二次方程式、二次関数がバラバラの

知識でしか理解できていない子が多いように見受けられます。

この基本だけでも入試の半分を占めると言っても過言でないほど高校数学の幹となっている最上流の概念

ですから、夏休みの際に完膚なきまで体系化しておきましょう。

その他の単元をやる時も常につきまとってくる最上流概念ですから、ここをあやふやにしておくと本当に

数学が伸びることなどはあり得ないこととなってしまいます。

逆に、ここを体系化して突破してしまうと、数学とはこんなに簡単なことしか言っていなかったのだと気

付くことでしょう。

実は、資料は徹底的にこの体系化を意図して書かれていますので、重複する部分が多々出ますが、質問へ

の回答とした資料を使いながら、超初心者レベルでステップ・バイ・ステップにまとめていきます。

とは言っても、数学を暗記や操作で乗り切っている、そこそこ成績優秀者の中にも、知識がバラバラな諸

君も多々おられます。

バカにせずに一読の上、体系的に理解すれば、もっと楽に成績を伸ばせますよ。

この夏期特別レポートで、公式を丸暗記していた自分を、「なんとムダな時間を浪費していたのだろうか！」

と恥ずかしく思うかもしれません。

それでは、理解するためのケーススタディ素材として、【 x に関する二次式 22 −+ xx 】を対象として 
スタートしていきます。

【言葉の使い方】

※下記は、それぞれの言葉の定義ではありません。

あくまでも、 22 −+ xx を対象として言葉の違いと関係性を理解してもらうための例です。 

① x に関する二次式とは、⇒ 22 −+ xx  そのもののこと。

➁ x に関する二次方程式とは、⇒ 022 =−+ xx  のこと 
「 x に関する二次式が 0 になる特殊な場合を考えるよ」ということ 

③ x に関する二次関数とは、 22 −+= xxy のこと

「変数 x によって値が変わる式の値を y と置いてやるよ」ということ 

https://e-littlefield.com/teito-vision/
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二次式、二次方程式、二次関数の言葉の違いを、上の感覚でまず理解しておいてください。

ここで、いちいち「 x に関する・・・」と書いているのは、単なる「二次式」とだけ書かれた場合は、例

えば、 22 −+ xyx などのように多変数の二次式も含まれるからです。 

それで、1 変数 x だけで式が構成されている数式に限定したい場合には、厳密には「 x に関する」という修

飾語をつけなければならないということなんです。

一般的に「二次関数」と言えば、「 x に関する二次関数」が指されるわけなんですが、例えば、 
( ) 54322. 22 ++−++= yxyxyxyxf も「二次関数」であるということは頭に入れておいてください。 

この場合は、厳密に言うと「 x 、 y に関する二次関数」となり、数Ⅱや数Ⅲではよく出てきます。 

即ち、単に「二次関数」と言う場合、本来は放物線だけを表すのではないのですが、文脈上、あるいは通

念的に、「 x に関する二次関数」＝「グラフが放物線になる関数」が指されることが多いという程度の認識

はしておいて欲しいのです。

それでは、本特別講座の内容を体系化マップで次に示しておきます。

それぞれの項目はしっかりと理解している、暗記している諸君は、このマップを眺め確認するだけで、第

2 の壁を破ることができることでしょう。 

https://e-littlefield.com/teito-vision/
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『因数の頭に解宿る ～因数分解から方程式へ～』P31～34 も見直してください！ 

➁ x に関する二次方程式 

022 =−+ xx  

③ x に関する二次関数

2)( 2 −+== xxxfy  

① x に関する二次式

22 −+ xx

因数分解できる？

たすき掛

)1)(2(22 −+=−+ xxxx

0)1)(2(22 =−+=−+ xxxx  
1,2−=x ・・・解くだけならこれで終わり 

平方完成できる？

4
9

2
1

2
2

2

−





 +=

−+=

x

xxy

二次方程式 022 =−+ xx を解くとは、 

連立方程式




=
−+=

0
22

y
xxy

を解くことと

同じこと。

グラフが書ける？

軸が
2
1

−=x で頂点が 





 −−

4
9,

2
1

となる下に凸の放物線と分かる！

でも、この式からだけでは、

x 軸 0=y との交点座標は分からない。 

x 軸 0=y との交点だから 

0
4
9

2
1 2

=−





 +x  

これを解くと

4
9

2
1
±−=x

x 軸 0=y との交点座標が判明！ 

因数定理

2)( 2 −+= xxxf において、 
0)1(,0)2( ==− ff だから 

)1)(2(22 −+=−+ xxxx  

解と係数の関係

2)( 2 −+= xxxf
において、

2
1

−=
−=+

αβ
βα

グラフが書ける？

)0,2(− )0,1( を通り、2 点の中央
2
1

−=x

を軸とする下に凸の放物線と分かる！

但し、この式からだけでは頂点の座標は

分からない。

「解の公式」に他ならない。

( )
2

21411 2 −××−±
−=x

2 つの解は、軸の x 座標を中心として左右

対称の位置にある。

即ち、2 つの解の中央が軸の位置。 
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xに関する二次式の因数分解は、サクサクとこなせる訓練はしておこう！

① x に関する二次式 22 −+ xx  が、因数分解処理が出来るかどうかを見ておくと、

■脳細胞が処理する流れをまず見ておきましょう。

掛けて 2− 、足して1 になる数があるか？ 
⇓

あれば、たすき掛けで処理すれば、その答えが出てくるということ。

⇓

容易に2 と 1−  であることが出ます。 

手慣れた諸君は、たすき掛けを書くことなしに、上の 1 行の式だけを頭で完成します。 
もう少し詳しく言いますと、彼は最初に次のように書きます。

即ち、何だか分からないけれど、この二次式が因数分解できるとすれば

という形になることは間違いありませんから、このように書いた後、左辺と辻褄をわ

せるためには、空白の部分にどんな数字を入れればよいのか？と頭の中でたすき掛けするわけです。

ですから、ここの思考回路をじっくりと解説入りで見ておけば、たすき掛けの正体もくっきり見えてきま

すし、少し訓練をすれば、頭の中だけでたすき掛けすることもできるかもしれません。

たすき掛けで因数分解が出来てしまえば、

➁ x に関する二次方程式 022 =−+ xx  はそのまま解決しちゃいます！ 
)1)(2(22 −+=−+= xxxxy  ⇒ よって、 1.2−=x とね！ 

ただ、この例の因数分解は、たすき掛けも至って簡単で初歩中の初歩と言えますので、説明ではもう少し

一般的な形で進めていきますよ。

2x の係数は、いつも1とは限りません。 
そして、1 ではない場合を理解して初めて、「たすき掛け」の正体が具体的に分かってきます。 

)1)(2(22 −+=−+= xxxxy

))((22 　　　　 −+=−+= xxxxy

))(( 　　　　 −+ xx

https://e-littlefield.com/teito-vision/
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■たすき掛けの正体

そこで、 x に関する二次式 352 2 −+ xx で考えていくことにします。 

x に関する二次式 352 2 −+ xx  
⇓

因数分解が出来る＝掛けて 3− 、足して5  になる数がある 
⇓

いいえ、違います。

2x の係数が 1 の時のようなわけにはいきません。 
⇓

その理由は、

先ほどの例で、手慣れた彼が書いた式 ))((22 　　　　 −+=−+= xxxxy にあります。 
⇓

もし、因数分解が出来たならば、どういう形になるかを考えてみてください。

)2)(())(2(352 2 　　　　　　　　　　　 −+−+=−+= xxorxxxxy という形になる筈です 
片方が＋で片方が－であるのは、定数項がマイナスだからですね。

⇓

空白に入るべき 2 つの整数を掛ければ 3− であることは確かです。 

)2)(())(2(352 2 　　　　　　　　　　　 −+−+=−+= xxorxxxxy  

しかし、空白に入るべき 2 つの整数を足して5になることで辻褄が合うわけではありません。 

)2)(())(2(352 2 　　　　　　　　　　　 −+−+=−+= xxorxxxxy  

何故なら、 x の係数は上の   を足したものでなければならないからです。 
どちらか一方は、入るべき数の 2 倍を足さねばならないからです。 
日本語で言えば、「入るべき数の何れか一方を 2 倍した数ともう一方を足して5になる。」と言わねばなり

ません。

定数項はここだけ

xの項はこの 2 か所 

https://e-littlefield.com/teito-vision/
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掛けて 3− 、いずれか一方は 2 倍した結果を足して5  になる数 
を求めればいいという話しになります。

そうなると、本問のように頭の中で計算して、チャチャッと出すわけにはいかないですね。

それでいい方法はないか？と誰かが思いついたのがたすき掛けというわけです。

よく見てみると、

)2)(())(2(352 2 　　　　　　　　　　　 −+−+=−+= xxorxxxxy  

たすき掛けとは、2 か所の   の掛け算の和を目で見て、分かりやすくしたものに他なりません。

組み合わせだから、上下入れ替えたり、符号を入れ替えたりして、どの

ような組み合わせの時に、x の項の係数がピッタリ一致するかを探せば

いいんだね。

上のたすき掛けでは、

32)1)(32( 2 −+=−+= xxxxy 　　　　 となって一致しないからダメということになる。

正解は、

即ち、

352)3)(12( 2 −+=+−= xxxxy 　　

2 3 = 3 

1 -1 = -2 

  1

掛けて-3 になるような組み合わせ・・（定数項の配分） 

掛けて 2 になるような組み合わせ・・（ 2x の係数の配分） 

2 -1 = -1 

1 3 = 6 

  5

https://e-littlefield.com/teito-vision/
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2x の係数が1の場合は、 は 1 と 1 ですから、 の数字を足して x の係数と一致すればよいと表現で

きたのですが、 2x の係数が1以外の場合は、その表現ではダメなことが分かりますね。 

さて、この組み合わせを効率的に見つけるお話をしましょう。

352 2 −+= xxy

掛けて-3 
符号がマイナスであることだけ頭に入れて、3 でたすき掛けを考える 
掛けて 3 になるのは(1,3)の組み合わせしかない。 
⇓

実際には、どちらかがマイナスであるから、たすき掛けの差を取って 5 になるような数を探せ！ 
⇓

2 と掛ける方を 3 にしてやれば、6 となり、もう一方は 1。 
差が 5 になるので OK。 

⇓

実際には上側が-1 で下側が 3 の組み合わせとなる。 

訓練を少し積んで、慣れてくると、

)2)(())(2(352 2 　　　　　　　　　　　 −+−+=−+= xxorxxxxy  

とどちらかを書きながら、上記の思考回路を巡りながら直接的に数字をいれていけるようになる。

例えば、最初の式を書いたとすれば、 )3)(12( −+ xx となっちゃって、x の項がマイナス優勢になるから、 
符号が逆だったと、消しゴムで消して入れ替えればいいだけの話ですよね。

単に、たすき掛けする操作方法だけではなくて、このように仮の因数分解式と対照しながら訓練すること

と、候補を早く見つけるコツをじっくり考えてみてください。

質問があれば、どんどんしてください！

さて、因数分解できない時でも、『解の公式』を使えば二次方程式が解けることはご存知ですね。

『解の公式』の正体は、次回の平方完成で明らかにしていきます。

2 〇 = ？ 

1 △ = ？ 

  5
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xに関する二次式は、すぐに平方完成できるようにしておこう！

③ 一方、 x に関する二次関数 2)( 2 −+== xxxfy のグラフはこの形だけでは書きにくい！

では、描きやすくするための前処理はできるだろうか？

できる！それが、完全平方の形に持ち込むこと！（平方完成）

4
9

2
1

2
2

2

−





 +=

−+=

x

xxy

瞬間に出来るレベル

⇓

詳しく書いておくと、

4
9

2
1

2
4
1

4
1
2

2

2

2

−





 +=

−−++=

−+=

x

xx

xxy

　

　  

⇓

⇓

⇓

⇓

この式を見れば、

「軸が
2
1

−=x で頂点が 





 −−

4
9,

2
1

の下に凸の放物線を表す」と

即座に言えねばならない！

⇓

引き続いて、グラフを軽くフリーハンドで描くことが出来ねばならない。

基本：完全平方の形に変形する。

( ) 222 2 aaxxax ++⇔+

左辺を完全平方の形と呼ぶ！

右の形は左の形にすぐに変形できること。（因数分解）

普通は、 Caxx ++ 22 の形で出てくるけれど、 
Caaaxx +−++ 222 2 と考えることで 

( ) Caax +−+ 22
と完全平方の形に変形できる。 

この変形に慣れること！

資料でも口を酸っぱくして言っていることですが、

こうだったらいいのにな（〇）に持ち込んで、差分の辻褄

（〇）を合せる。

https://e-littlefield.com/teito-vision/


知っ得で知っ解く二次関数（放物線） 夏期特別セミナー

－感動！ガリレオ流 帝都大学への数学 vol.3－ 

Copyright (C) 2009 「帝都大学へのビジョン」事務局 All Rights Reserved. 
https://e-littlefield.com/teito-vision 

※当レポートのテキスト・画像等すべての転載転用、商用販売を固く禁じます。

12 

グラフを軽くフリーハンドで描くことが出来ねばならない。

4
9

2
12

2
2 −






 +=−+= xxxy という

完全平方の式の形が分かりやすいのは何故？

⇓

2
1

−=x のとき

2

2
1






 +x ＝最小値0 は明白！ 

（2 乗だから最小値以外は必ず正だもん！） 
⇓

これが、放物線の谷だ！

2
1

−=x を軸として左右対称になる！

⇓

軸が
2
1

−=x で頂点が 





 −−

4
9,

2
1

となる下に凸の放物線と分かる！

⇓

よって、右の図がすぐに描けねばならない！

但し、軸と頂点は式から一目で分かるけれど、

x 軸との交点座標が実際にはいくらになるのか、 
この式からは一目では分からない。

そう、この完全平方の式からでは、 0=y としての計算という手続きを経なければ正確な交点は出せない。 

そこで、よく考えてみよう！

このグラフで、 x 軸との交点座標を求めるということは、 

連立方程式




=
−+=

0
22

y
xxy

を解くことと同じこと。

これは、二次方程式 022 =−+ xx を解くことと同じことに他ならない。 

22 −+= xxy
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別の言い方をすれば、

方程式 022 =−+ xx を解くとは、 
放物線 22 −+= xxy と 0=y （ x 軸）の交点の x 座標を出すことと同じこと。 

ということになるね！

即ち、

➁ x に関する二次方程式 022 =−+ xx  を解けば出てくるということだ。 
これが因数分解できるかどうか？

本題のように、 )1)(2(22 −+=−+= xxxxy  と因数分解出来ちゃえば、そのまま、正確な交点 x 座標

が 1.2−=x だと出てくることになる。 

二次方程式 022 =−+ xx は、 
)1)(2(22 −+=−+ xxxx と因数分解することで、式だけで 1,2−=x とすぐに解答は出たが、 

さて、因数分解できなければどうする？

せっかく平方完成した式なんだから、これを利用しない手はない！！

4
9

2
12

2
2 −






 +=−+= xxxy と 0=y （ x 軸）の交点を求めても出る！ 

完全平方の式から解くことが「解の公式」そのものの意味

4
9

2
12

2
2 −






 +=−+= xxxy と 0=y （ x 軸）の交点とは、 

0=y になるためには、

2

2
1






 +x が

4
9

になればいい！

即ち、
4
9

2
1 2

=





 +x ⇒

2
3

4
9

2
1

±=±=+x ⇒ 
2
3

2
1
±−=x

たすき掛けできない時も解の公式で二次方程式は解けるということ！

実際の解の公式と対照させて、意味をじっくり理解してみて。

その作業が一番大切なこと！

解の公式の正体
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解の公式

x に関する二次方程式 02 =++ baxx の解は、 

与式を完全平方の変形し、 0
42

22
2 =+−






 +=++ baaxbaxx に変形することで、

2
4

4
4

2

22 baabaax −±−
=

−
±−= と出てきます。

全く、忘れても何の心配のない公式ですし、頻繁に使う機会があるので、覚えるつもりがなくても覚える

でしょう。

公式を覚えようとするのではなく、平方完成して=0 になる場合を解けばいいということなんだね。 

資料の【因数の頭に解宿る】では、「解と係数の関係」に有名な式変形を利用して、「解の公式」を導き出

していますので、こちらも読んでおいてください。
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二次式で絶対値を学び直す！助け合うグラフ脳と式脳を作れ！

さて、ついでに二次関数を通して「絶対値」という概念を復習しておきましょうか！

本講座の素材にしている二次関数では、 |2| 2 −+= xxy ということになります。 

絶対値に関しては、【帝都大学へのビジョン】の本編に、例えばとしての説明として挿入していたのです

が、何と翌年の慶應大学経済の入試にそのままみたいな問題が出題されたと報告を受けてびっくりした

エピソードがあります。

こちらは、絶対値の概念を日本語で理解していれば、必要以上に難しく考える必要はないという意図で書

き記したものですので、機会があれば読み直してください。

絶対値とは、0 からのへだたりのことであるからマイナスはありません。 
－4 の絶対値は 4 ということです。 

もし、ある x の値を入れたときに、 22 −+ xx の値がマイナスであれば、符号を逆にプラスにしなければ

ならないということですね。

グラフで言えば、 x 軸より下側にあるマイナス 
の部分は、 x 軸を軸として対称にプラス側に 
ひっくり返した図になるということです。

右のような図になるということですね。

式を平方完成させた形に変形すると、グラフは

書きやすくなりますが、 x 軸との交点の座標 
は、結局別に計算しなければなりません。

もし、元の式だけで考えて、因数分解できると、

)1)(2(22 −+=−+ xxxx となって、 x 軸との交点 
は、そのまま出てしまいます。

x に関する二次式ですから、放物線であることは 
自明の理であり、しかも交点が分かれば、その真ん中が軸の位置と認識していれば、

完全平方の形にしなくとも、そのままグラフは描けますね。

22 −+= xxy
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さて、元の式からだけで絶対値を考える経験もしておかねばなりません。

2−<x であれば、 )2( +x は必ずマイナス、 )1( −x も必ずマイナス 
よって、 )1)(2( −+ xx はマイナス同士の掛け算になりますから必ずプラス 

⇒ |2| 2 −+= xxy は 22 −+= xxy とそのまま絶対値を外せばいいですね。

12 <<− x であれば、 )2( +x は必ずプラス、 )1( −x は必ずマイナス 
よって、 )1)(2( −+ xx はプラスとマイナスの掛け算になりますから必ずマイナス 

⇒ |2| 2 −+= xxy は )2( 2 −+−= xxy と符号を逆にすれば絶対値を外せます。

x<1 であれば、 )2( +x は必ずプラス、 )1( −x も必ずプラス 
よって、 )1)(2( −+ xx はプラス同士の掛け算になりますから必ずプラス 

⇒ |2| 2 −+= xxy は 22 −+= xxy とそのまま絶対値を外せばいいのです。

それだけのこと！

x に関する二次式の絶対値は、二次方程式の解が２つ存在する場合には、解を境目にしてプラス領域にな

る範囲はそのまま、マイナス領域になる範囲は符号を逆にして初めて絶対値を外せるということに過ぎ

ません。

グラフと対照することで、その関連性をしっかりと自分の意味世界で組み立ててください。

|2||1| −+−= xxy のような一次式の場合も考え方は同じです。 

1<x であれば、 )1( −x は必ずマイナス、 )2( −x も必ずマイナス 
よって、 )2()1(|2||1| −−−−=−+−= xxxxy とどちらも符号を逆にして絶対値を外せる 

21 << x であれば、 )1( −x は必ずプラス、 )2( −x は必ずマイナス 
よって、 )2()1(|2||1| −−−=−+−= xxxxy と後項だけ符号を逆にして絶対値を外せる 

x<2 であれば、 )1( −x は必ずプラス、 )2( −x も必ずプラス 
よって、 )2()1(|2||1| −+−=−+−= xxxxy とどちらもそのまま絶対値を外せる 

さて、二次方程式の解は、必ず存在するとは限りません。

これは、二次関数のグラフは必ず x 軸と交点があるとは限らないことと対応しています。 
次回は、判別式と絶対値と同じような思考回路で処理できる二次不等式を見ていきましょう。
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二次不等式はグラフとともに！

二次関数 cbxaxy ++= 2  は、 0>a か 0<a によって凹凸が逆になることはいいですね。 
a の値が確定していれば、その性質は大きく分けて、下の 3 種類に分類できます。 

即ち、

①放物線のグラフが x 軸を横切らない・・・方程式 0=y は実解を持たない

②放物線のグラフが x 軸と接する・・・方程式 0=y は重解を持つ

③放物線のグラフが x 軸を横切る・・・方程式 0=y は異なる 2 つの実解を持つ

02 >++ cbxax や 02 ≤++ cbxax といった二次不等式は、結局、二次関数 cbxaxy ++= 2
の値が、「正

になるのはどんなときか？」「0 及び負になるのはどんなときか？」を尋ねられている以上でも以下でも

ありません。

これらの 3 タイプが、二次不等式とどのような対応をしているのかは、上のイメージさえ思い浮かべれ

ば、明らかになります。

α

α

β

β

γ

γ
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0>a の場合で確認しておきましょう。

Ⅰ）与えられた二次不等式が 02 >++ cbxax  のとき、 

ⅰ) cbxaxy ++= 2
の放物線が①であると分かった場合、 

不等式の答は『 x はすべての実数』ということになります 
ⅱ) cbxaxy ++= 2

の放物線が②であると分かった場合、 
不等式の答は『 x はγ 以外のすべての実数』ということになります 

ⅲ) cbxaxy ++= 2
の放物線が③であると分かった場合、 

不等式の答は『 x は α<x または β>x  を満たす実数』ということになります 

Ⅱ）与えられた二次不等式が 02 ≤++ cbxax  のとき、 

ⅰ) cbxaxy ++= 2
の放物線が①であると分かった場合、 

不等式の答は『 x は存在しない』ということになります 
ⅱ) cbxaxy ++= 2

の放物線が②であると分かった場合、 
不等式の答は『 γ=x （等号成立時）』ということになります 

ⅲ) cbxaxy ++= 2
の放物線が③であると分かった場合、 

不等式の答は『 x は βα ≤≤ x を満たす実数』ということになります 

絶対値が付いた二次式も、グラフが変わるだけで、理屈は全く同じです。

|2| 2 −+= xxy のグラフは左図でしたから、 

二次不等式が 0|2| 2 >−+ xx であれば、 
x は 2− ,1以外のすべての実数になりますね。 

そもそも、絶対値は 0 以上の実数ですから、与えられた 
不等式に等号があれば、単にすべての実数が答えと

なりますが、等号が入っていない場合は、＝0 になる 
場合を除外してやらねばなりません。

では、 1|2| 2 >−+ xx となれば、どうでしょうか？ 
1=y の線よりも上の部分になるのは、どんな x ということですね。 

各自、トライしてみてください。

|2| 2 −+= xxy
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まず初めに、同じニ次関数（放物線）を違った方向から見渡してみるね。 

違った方向から見つめると、同じものでも風景が違って見える。 

その前に、重要なことを示しておくね。 

単に「 　cbxax ++2
」と書かれた場合と

「二次関数 　cbxax ++2
」と書かれた場合には

違いがあることを分かっているだろうか？ 

ⅰ）単に「 　cbxax ++2
」と書かれた場合

あるいは、「整式 　cbxax ++2
」と書かれた場合

この場合は、 0=a の場合も想定しなければならないのだね。

即ち、このとき与式はニ次関数に限らないことになる。 

ⅱ）「二次関数 　cbxax ++2
」と書かれた場合

この場合は、二次関数と既定されているから、 

そのことだけで、はっきりと 0≠a という条件が前提となる。

もちろん、実際の問題などでは、 

親切に「二次関数 )0(2 ≠++ acbxax 　　 」と書いてくれている場合もあるが、

そうでなければ、自分ではっきりと 0≠a と条件を認識し、

まず、 0≠a と書き出しておかなければならない。

さて、 x に関する二次関数は一般的には 　cbxaxy ++= 2
という形で

教科書や参考書で記載されている。 

そして、取りも直さず x に関する二次関数を全て表してくれることになる基本形だ。

（この講座では、「 x に関する二次関数」を単に二次関数と呼ぶことにするね。）

ただ、様々な問題を解決するに当たっては、 

やはり、いろんな方向から見つめることが、とても重要になってくることを 

この講座を通じて感じてもらえれば幸いだ。 
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さて、二次関数（放物線）は、見る方向によって次のように姿を変えて現れるのね。 

ⅰ）東側から見た風景・・・一般的な風景＝ニ次関数の基本形 

　cbxaxy ++= 2
・・・（e）

全ての二次関数（放物線）は、この形で普遍的に表せる。 

ⅱ）西側から見た風景・・・放物線のグラフを書くときにイメージし易い風景 

( ) 　qpxay +−= 2
・・・（w）

放物線の軸と頂点を一目瞭然で見渡せる風景 

バラしておくと、 　qapapxaxy ++−= 22 2 ・・・（we）
東側から見た風景と対照しやすくなる。 

ⅲ）南側から見た風景・・・二次方程式を考えるときに便利な風景 

( )( )　βα −−= xxay ・・・（s）
二次方程式の解を一目瞭然で見渡せる風景 

バラしておくと、 ( ) 　αββα axaaxy ++−= 2
・・・（se）

東側から見た風景と対照しやすくなる。 

ⅳ）北側から見た風景・・・放物線における接線を見やすくする風景 

( ) 　qpxay +−= 2 ⇒ ( )　pxay −= 2' ・・・（n）

px − における接線の傾きが ( )pxa −2 であるような点の集合が、

放物線 ( ) 　qpxay +−= 2
である。

簡単に言えば、放物線 qaxy += 2
上の任意の点 ( )11 , yx における接線の傾きは 12x 。

例えば、放物線 qxy += 2
上の点 ( )q+9,3 における接線の傾きは 632 =× ということ。

そして、 ( ) 　qpxay +−= 2
は qaxy += 2

を p だけ平行移動したものだから、

対応する点の接線の傾きは同じ。 

平行移動した分の x 座標だけ補正してやらねばならないから、 ( )pxa −2 になってるのね。 

-------------------------------------------------------------------------------- 

ⅳ）に関しては、数Ⅱの微分の知識がないと理解は出来ないが、 

微分を習ったならば、その時に思い起こして欲しい。 

これは、放物線とこれに接する直線を扱う問題には便利となる場合があるよ。 
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では、順番に、その風景を見ながら他の風景との関係を見ていってみよう。 

ⅰ）の風景とⅱ）の風景を重ね合わせると 

　cbxaxy ++= 2
・・・（e）

　qapapxaxy ++−= 22 2 ・・・（we） より、 
係数を比較してやると、

apb 2−= より、
a

bp
2

−= なる【軸】の位置が見えてくる。 

ここで、 q
a

bac +





−=

2

2
となるから、

a
acb

a
bc

a
bacq

4
4

42

222 +−
=−=






−−=

（we）は、 　
a

acb
a

bxay
4

4
2

22 −
−






 += であることが浮かび上がる。 

a
acb

4
42 −

− は頂点の y 座標に他ならないということも見えてくる。

さて、東側から見る風景で 02 =++= 　cbxaxy なる方程式の解は、

西側から見る風景に合わせれば、 0
4

4
2

22

=
−

−





 += 　

a
acb

a
bxay の解ということね。 

即ち、 　2

22

4
4

2 a
acb

a
bx −

=





 +  

a
acbb

a
acb

a
bx

2
4

2
4

2

22 −±−
=

−
±−= ・・・【解の公式】が見えてくる。

「因数の頭に解宿る」は、次に述べるⅱ）の風景の重ね合わせから「解の公式」が 

導き出せることを示したけれども、この風景の重ね合わせからも導出されるんだね。
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ⅰ）の風景とⅲ）の風景を重ね合わせると 

　cbxaxy ++= 2
・・・（e）

( ) 　αββα axaaxy ++−= 2
・・・（se） より、 

係数を比較すると、

a
b

−=+ βα ,
a
c

=αβ なる【解と係数の関係】が見えてくる。

「因数の頭に解宿る」では、下記のように説明している部分と同じだね。

二次方程式 　02 =++ baxx が解 βα , を持つとはどういうこと？

↓ 

　baxx ++2
が ( )( )βα −− xx に因数分解できること。

↓ 

なら、 　baxx ++2
は ( ) 　αββα ++− xx 2

に等しいということ。

↓ 

ここから、 









=
−=+

b
a

αβ
βα

という【解と係数の関係】が導かれます。 ←重要ポイント 

↓ 

二次方程式 　02 =++ baxx の解を求めるとは、

足して a− 、掛けてb となるような２つの実数を求めることに他ならない。

↓ 

これは、 　baxx ++2
を因数分解する作業と同値である

即ち、 

「二次方程式が解を持つということは、与えられた二次式が因数分解できる」 

と言い換えることができます。 

（高校 2年生では、「虚数」という数が出現し、定義されることにより、解がない場合 

でも因数分解は出来るというさらに拡がった世界に入ることになりますが、常識的な 

因数分解という意味でここでは虚数を考えないリアルの世界として話をします） 

因数分解できないときはどうするの？ 
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さらに言えば、ここから、 βα , をそれぞれ求めておくことができれば、

公式として便利だねということになる。 

「因数の頭に解宿る」でも述べているけれど、嫌と言うほどよく利用する式 

( ) ( )22 4 βααββα −=−+  を利用する。

この式は、当たり前すぎて、公式とまでは言われていないけれど、 

みっちり理解しいつでも使えるようにしておかねばならないほど重要で便利な式ね。 









=
−=+

b
a

αβ
βα

をそのまま、この式に当てはめるよ。 

( ) ( )22 4 βα −=−− ba

∴ ( ) ba 422 −=− βα

よって、 

ba 42 −±=− βα

a−=+ βα

辺々たすと、 

baa 42 2 −±−=α

2
42 baa −±−

=α

と解の公式が出来上がるというわけね。 

β は単に
2

42 baa −−
=

β と符号が逆に変わるだけのお話。 
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ⅱ）の風景とⅲ）の風景を重ね合わせると 

　qapapxaxy ++−= 22 2 ・・・（we）
( ) 　αββα axaaxy ++−= 2

・・・（se） より、 
係数を比較すると、

2
βα +

=p なる【軸】の位置と解の関係が見えてくる。

軸の位置は、2 つの解の平均値（真ん中）である。 

解と係数の関係の
a
b

−=+ βα を
2
βα +

=p に入れると、

　cbxaxy ++= 2
の軸は

a
bp
2

−= であることが分かる。 

当たり前だけれど、意外に意識していないのではないかな？

例えば、

「二次方程式 　01172 =+− xx の 2つの解の平均値を求めよ！」と問われた場合、

わざわざ解の公式を使って解を求めてはいないだろうか？ 

11
4
49

2
7117

2
2 +−






 −=+− 　xxx と変形し、 

2つの解の平均値とは軸の x 座標であるから
2
7
・・・これで解答終了！

マークシートなら、わざわざ上の式さえ示す必要なく、
2
727 =÷ で事足りる！

もっと言えば、解の公式
a

acbbx
2

42 −±−
= 自体が、

「軸の x 座標である
a

b
2

− から、同じ値だけ大きいものと小さいものが 

方程式の 2 つの解なのよ」と仰ってるのだから、 

2 つの解の平均値とは、
a

b
2

− という軸の x 座標のこと以外の何物でもない！ 

苦労して解を求めたら拍子抜けしちゃったってことになるね。

式だけでは気付かないことって沢山あるのよね。
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